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Funciones Periódicas 


Sea una función. 


Se dice que es periódica cuando existe un numero real , no 
nulo, tal que: 


Entonces se dice que es un periodo para . 


OBSERVACION: 


Sea una función periódica ft) = Cos(,t) + Cos(,t) , 
entonces existen un valor ,, , 


Cos, (t + T) + Cos, (t + T) = Cos(,t) + Cos(,t) 


EJEMPLO: 
La función: 

f = Cos(3t) + Cos( 
No es periódica, ya que : 


PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES 


SENO Y COSENO 
A) ytidt=0 ; mmR- 
B) .tidt=0 ; mR 


C) ¿t)Cos(n,tidt = 


D) ,t)Sen(nyt)idt = 
E) ¿t)Cos(not)dt = O : mnmR 


Proposición: CA 


Sea una función de periodo 


Siendo integrable sobre un intervalo de longitud , y para 
cualquier se tiene que. 


Dos funciones son ortogonales en un intervalo si: 


(£, £,) )-/ f,(x =0 
Ejemplo: 


son ortogonales 


1 


(£,£)=f *(xi,2+1)=06 


(£,£)=f P+x"=0 


CONJUNTOS ORTOGONALES 
Un conjunto de funciones de valor real: 


Pa Ax... 


Es ortogonal en un intervalo si: 


b 


(Py, pp, =S po (xp, (1 dx=0 mn 


a 


Ejemplo: 


Demuestre que el conjunto 
es ortogonal en un intervalo de 


Solución: 


Sidefínimos p,(x =1 y p,|x|=cos (nx) 


TI 


(Po PA=S wo pp, dins O 


— IT 


IT 
— IT 


9. p,)= | cosinxjdx [0 0,)=7 sen(nx) 


9, 0,)=(sen(na —sen|—n11) 
[Po P,)=0 


Ahora definimos q, |x =cos(nx) yy, |x)=cos( mx) 


(SPP) = $ cos (nx) cos (mx) dxn =m 


— «MM 


(Pp. Pm =5 S [cosim +2) x+ cos (m-—n x| dx 


2 |_o 
ser (122 — 12) x EA 


(SP... j=3 = sen(m>+1)x 
dd e 2 | 1mm>.r — rr 


1D —— TR 


SERIE TRIGONOMETRICA DE FOURIER 


ft - > + >» A COS (Es) + b,, sin (224) 


Los coeficientes de Fourier serian: 
T/2 


=/ f(0 dt, 


a 


T/2 , Ml 
10005) 
b, = 57,108 E sin (477 ) de 


Para un caso particular que son las funciones de senos y cosenos cuyo 
periodo es . 


Entonces se tiene: 


Ejemplo: 


Resolver y encontrar el desarrollo de Fourier 
en la función periódica dada. 


SERIE DE FOURIER 


Funciones Ortogonales 


DEFINICION: LA 


Se dice que dos funciones réales<, y son astsb 
ortogonales en el intervalo 
Si la integral del producio, sobre esteistiervalo 


es igual a cero, es decir: 


SF, (0 *F,(£) de=0 


Observaciones: 


Un conjunto de funciones reales/séa/.,.. , que satisface 
la integral anterior para todos los pares de funciones 
distintos en el conjunto, que son ortogonales entre si, es un 
conjunto ortogonal de funciones en el intervalo dado. 


>La integral VIS» (£1)=S ¿4 


se llama Norma de la función en el interval 


Observaciones: Ao 


> Un conjunto ortogonal de funciones”... , emalsh 
intervalo , tal que cuyas funciones tiene norma 


1 satisface las Oda 


TOsimx=n,n=0,1,2,... 
AS 1sím=n,n=0,1,2,... 


Un conjuntozeé =<=s5te tipo recibe el nombre de conjunto 
ortonormal de funciones en el intervalo 


SERIE DE FOURIER 


Calculo de los coeficientes de las series de Fourier 


Calculo de los coeficientes de las series 
de Fourier 


ePara, calcular , multipliquemos los dos términos de la serie por 
dx, e integremos de, todas las integrales del segundo 
miembro de dicha serie, se anulan, excepto la que multiplica . 


alculo de los coeficientes de las series 
de Fourier 


ePara calcular multipliquemos los dos términos de la 
serie, por e integremos de todas las integrales del 
segundo miembro se anulan excepto el factor que 
multiplica . 


, 
JIO dE 0 JE 
A 


series de Fourier 


e Ya sabemos que si m y n son enteros positivos 
diferentes se verifica 


Y que si m y n son enteros positivos iguales o diferentes 
se verifica 


e Dando a n valores (0, 1, 2,3...) en 


Calculo de los coeficientes de las 
series de Fourier 


se obtienen todos los coeficientes de los cosenos. Análogamente, se obtiene , 
multiplicando los dos términos de (1) por , e integrando se verifica 


Calculo de los coeficientes de las 
series de Fourier 


«Entonces si tenemos una función con un periodo T los 
coeficientes serán. Sea 


Definimos la función 


Con esto hallamos los coeficientes 


+) 


eCon lo cual serie de Fourier quedara Si T= 2 y lo cual 
W= 


PROBLEMAS. 


e Desarrolle en una serie de fourier. 


0 -T<x<0 
f(x) = 


T-X ,O<X<xT 


PROBLEMAS. , 


0 -T<x<0 


T-X ,OÓ<X<T 


a, = f foya=-| [ Odx+ f (x- xd 


1(x) =/ 


PROBLEMAS. , 


0 -T<x<0 


T-X ,0O<X<xT 


a, = f FC cosmuk=—| [ Odke+ [(r- x) 008 rc 


1(x) =/ 


T 


cos(11x) 
TÉ 


da 


N 


| sennx 
== | (rr - 


SS 
nl. 7 


0 


PROBLEMAS. 


0 -T<x<0 
f(x) =/ 
T-X ,OÓ<X<T 
- Cos +1 
a, == — 
TI 
, LCD 


PROBLEMAS. , 


0 -T<x<0 - 
f9=| bi 
T-X ,OÓ<X<T 
1 1 
b,=- [| (7- xsemxdx=- 
TT n 


PROBLEMAS. > 


PROBLEMAS. 


-T/2<x<0 
0O<x<T/2 


- 1 
1(x) =/: 


PROBLEMAS. 


-T/2<x<0 


- 1 
0% = 0O<x<T/2 


+) 


a =0 


PROBLEMAS. 


y" T/2<x<0 


- 1 
1%) = 0<x<T/2 


af (95m ar =- - salma dx+ sata 


1/2 1/2 


0 172 
p=o 


N 
T T/2 0 


a Hol 411. cos(177) - (cos(177)- 1) 
nw T 


z Cos(1111x) 
nw 


PROBLEMAS. 


-T/2<x<0 


- 1 
0% = 0O<x<T/2 


fx) = E sanos Sn3mt) += sentó) 


SERIE DE FOURIER 


Funciones Pares e Impares 


Función par: 
Se dice que una función periódica es par o con simetría 
par si su grafica es simétrica con respecto al eje Y. Es 


decir matemáticamente si 


Función impar E 


Se dice que una función periódica es impar o con 


simetría impar si su grafica es simétrica con respecto al 
origen. Es decir matemáticamente si 


Función impar 


eLa función es una función impar para todo 
eLa función es una función par para todo n 
Lo cual nos lleva a que: 


Si es una función par, su serie de Fourier no contendrá 
senos por lo tanto para todo n 


Si es una función impar, su serie de Fourier no contendrá 
cosenos por lo tanto para todo n 


PROPIEDADES DE LAS FUNCIONES 
PARES E IMPARES 


1.3 £, g:IR= IR son funciones paresentonces f.ges funcion par 
2 Si f, g:IR= IR son funcionesimpares entonces f.ges funcion par 


3,3 f:|R= lResuna funcion par yg: IR = IR esuna funcionimpar entonces f.g 
esuna funcionimpar 

4. Toda función f(t), se puede expresar como la suma de 

dos funciones componentes de las cuales una es par y 

ra | 

E :IR= IR, esinpar, entonces secumple: f £(0at=2 ( F(0 


6 Ua funcion f': IR — IR, esinpar, entonces secumple: f f(t)dt=0 


Función impar 


eLa función es una función impar para todo 
eLa función es una función par para todo n 
Lo cual nos lleva a que: 


Si es una función par, su serie de Fourier no contendrá 
senos por lo tanto para todo n 


Si es una función impar, su serie de Fourier no contendrá 
cosenos por lo tanto para todo n 


Fenómeno de Gibbs 


Si la serie de Fourier para una función 
f(t) se trunca para lograr una 
aproximación en suma finita de senos 
y cosenos, es natural pensar que a 
medida que agreguemos más 
armónicos, la sumatoria se aproximará 
más a f(t). 

Esto se cumple excepto en. las 
discontinuidades de f(t), en donde el 
error de la suma finita no tiende a cero 
a medida que agregamos armónicos. 


Por ejemplo, consideremos el tren de 


Fenómeno de Gibbs 
1 5 Serie con 1 armónico 


Fenómeno de Gibbs 
1, s Serie con 5 armónicos 


Fenómeno de Gibbs 
1 s Serie con 7 armónicos 


Fenómeno de Gibbs 
 s Serie con 13 armónicos 


Fenómeno de Gibbs 
 s Serie con 50 armónicos 


Fenómeno de Gibbs 
, s Serie con 100 armónicos 


SIMETRIA DE MEDIA ONDA 


eSe dice que una función es simétrica de media onda si cumple 
la propiedad 


Es decir si su grafica en las partes negativas son un reflejo de las 
positivas pero desplazadas medio periodo 


Simetría 


Simetrí Coeficientes Funciones 

en la serie 
a 

Ninguna Senos y 
cosenos 

Par Únicamen 
te 
cosenos 

Impar Únicamen 
te senos 

Media Senos y 

onda cosenos 
impares 


PROBLEMAS: 


eEncontrar la serie de Fourier de la función f(t) q se muestra en la figura: 


PROBLEMAS: 


eEncontrar la serie de Fourier de la función f(t) definida por: 


£(9 =8 parate (-1,1) y £(t+ 21) = £(0) 


PROBLEMAS: 
S 0 =/ 


1 si 8<t<9 
t- 8 sí 9<t<10 


e de las condiciones de f(t) para que f(t) tenga una serie de Fourier de las 
forma : 


ft9=N la, cos(2n- Do,t+ hb, ¡sin2n- Dot 


n-1 


e e A : serle A pa 


Consideremos la serie de Fourler para 
una función periódica f(t), con periodo 
T= 2/7/00. 2 

f(9) =3a,+ Y la, cost, 1) + b,serñ1,1)] 


n 


Es posible obtener una forma 


> COS tio, pranquiriás, ¿ómmaylas de 


Eule 
pr” t) = L (gr - emo) 


Sustituyendo: 


(0 =54» +Yla e + E 6 imty] 
nn 


Y usando el hecho de que 1// = -f: 
£(0)=1a,+ N U(a,- ibJe”"+(a,+ihJ6""] 


n= 


Y definiendo: C =34 C as 10,), Cy =5(a, +10) 


NN imoyt _ 27 
0=L 04" 


A la expresión obtenida so 
f(Q=) ce” 


—00 
se le llama forma compleja de la serie 
de Fourier y sus coeficientes Cc, pueden 


obtenerse a partir de los coeficientes a,, b, 
como ya se dijo, o bien: 
T 


+ [fe "dt 
0 


Paran=0, +1, 42, :£3,... 
ng. CARLOS ROJAS SERNA UNI 


Forma Compleja de la Serie de Fourler 
Ejemplo. Encontrar la forma compleja 
de la serie de Fourier para la función 
ya tratada: 

4] 


Solución 1. Como ya se calcularon los 
coeficigntes[1- (- JAP parábila forma 
trigonométrica (a, y b,): 


V a.,—U Pala LOUO 


Forma Compleja de la Serie de Fourler 
Podemos calcular los coeficientes C, 


de: C =>la, - jb,]= Z 32m L1- S D'1 


Cp =" Jo l1- (9 


Forma Compleja de la Serie de Fourler 


Solución 2. También podemos calcular 
los coeficientes c, mediante la integral 


=2 fe mo dt 


12 


=1 ( je o dt+ ñ ermogy 


Ci 1) - (03 mot _ e rot/2y] 


Forma Compleja de la Serie de Fourler 
Como wm,T=2x y además” =c09) +jsex 


Ca == 16D” - 1)- (1- E 1)] 
e J > T [1- (- 1)” ] 


=-j LIL CD" 


Lo cual coincide con el resultado ya 
obtenido. 


Potencia y Teorema de Parseval 
El promedio o valor medio de una 
señal cualquiera f(t) en un periodo 
dado (1) se puede calcular como la 
altura de un rectángulo que tenga la 
misma área que el area bajo la curva 


de f(t _ 
(t) Pa Me fos 


=Altura 
romedio 


Potencia y Teorema de Parseval 
De acuerdo a lo anterior, si la función 
periódica f(t) representa una señal de 
voltaje O corriente, la potencia 
promedio entregada a una carga 
resistiva de 1 ohm en un periodo está 


dada por 1/2 
á L fifofat 


-T/2 


Si f(t) es periódica, también lo será 
[f(t)]1? y el promedio en un periodo será 
Ig. CARLOS ROJAS SERNA UNI 


Potencia y Teorema de Parseval 
El teorema de Parseval nos permite 
calcular la integral de [f(t)]? mediante 
los coeficientes com-plejos Cc, de 


Fourier de la e Ora ela ee f(t): 


n 


- "1/2 


O bien, en términos de los coeficientes 
an D,: ” ! 
1 ft Pdt=; a, +1 (al+b 


T/2 n= 


Potencia y Teorema de Parseval 


Una consecuencia importante del teorema 
de Parseval es el siguiente resultado: 


El valor cuadrático medio de una función 
periódica f(t) es igual a la suma de los 
valores  cuadráticos medios de sus 


armónicos, NE decir, Cc? 
+ [f(0fdt= Có+3, 


1/2 


n 


= 


Donde C, es la amplitud del armónico  n- 


ésimo y C, es la componente de directa. 
ng. CARLOS ROJAS SERNA O UNEFIM 


Potencia y Teorema de Parseval 
Para aclarar el resultado anterior es 
conveniente encontrar la relación 
entre los coeficientes complejos c, de 


la serie £(t) = Y gen 


Y los cogficiente ens: n e serle 
=1 


n 


Donde C, es la amplitud del armónico 


Potencia y Teorema de Parseval 
Por un lad6, =- a; + bf, 


Mientras que, =3. af +bí 
Entoncesc, =1C, Por lo tanto,” 


1C 
¿C 


Además, para el oi 0,)| 
Su valor rmsGeg. 2 , por lo tanto su 
valor cuadrático Gjédio es 


Para la componente de directa C,, su 
valor rms es ¡C,!, por lo tanto su valor 
cuadrático medio será 1C,1?. 

ng. CARLOS ROJAS SERNA UNI 


Potencia y Teorema de Parseval 


Ejemplo. Calcular el valor cuadrático 
medio de la fun ión f(t): 
1 NN 


Solución. 


Del teorema de Parseval [I£(DFdt= Fc 


y del ejemplo antertgr= !.[1- (- 9”] 


| Ayo O lleLo Lo 
sustituyendo Ya “21%” 9"25 49 


Potencia y Teorema de Parseval 
La serie numérica obtenida converge a 
1.1 1 
A — 
9 20 49 


1+ SOS 


Por lo tanto, 


T/2 


1 [f(Pdt= Y c,* =-7(12337=1 


a 


Como era de esperarse. 


Potencia y Teorema de Parseval 
Tarea. 


Calcular el valor cuadrático medio para 
la señal senoidal rectificada de media 
onda de periodo 2x1. 


ó(1)=0 fort $0, 


(1) =ól—1)  ó(at) =—ó10) tó(t) =0. A 
la| | 


face at=1 / ó(t)dt=1  forall a, b>0 
fot a) Í(t) at = fot a) f(a) dt= f(a) 


[xplriod dt =2x Ó(w) 


fexplzilo - 0) dt=21 ó(0- w) 
Ing. CARLOS ROJAS SERNA UNI 


Calcular la serie de Fourier de ó(x): 
1 


ld= cd sc => [é"s(gds 


J 


j=00 , 
1 1 
G, — c=UxS(dx 
23 
1? b 
G6 224 (dx A ó(t)dt=1  forall a,b=>0 
_1 
Ñ 2 


Calcular la serie de Fourier de ó(x): 


00 o 1 
ld= Y gd” > 0=> f6*"o(9da 
j=o 2 


J 
el 


1 
Para todas las x X 0 la C. _1 paa _1 
función delta vale O O) ) 


Sl x =C, + y 1,1 > +3 le ar go) 


jH=0 2 J>0 


